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Casi todo lo que diré en esta conferencia esta contenido en los libros,
The Future of Music, Cool Math for Hot Music, Basic Music
Technology y The Rubato Composer Music Software de Guerino
Mazzola et al esperando que sirva como motivacion al interesado
para adentrarse en estos fascinantes campos del conocimiento
matematico.
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Fig. 148. Monodjord
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Zarlino’s extended
tetractys

2:1 = octave

4:3 = fourth

5:4 = major third
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Joseph Fourier



Herrmann von Helmholtz



Wolfgang Graeser



lannis Xenakis (1922-2001)



Pierre Boulez (1925-2016)



David Lewm (1933 2003)



Guerino Mazzola y Emilio Lluis-Puebla en 1997
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Pitagoras
Descartes
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Leibniz
Euler
d Alembert
Helmbholtz

Clough 1979
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Mazzola 1985



La TMM esta compuesta de tres componentes:

El lenguaje preciso que define los objetos y relaciones que no
estaba presente en |la Teoria Musical Tradicional.

La presentacion de modelos para procesos armonicos,
melodicos, ritmicos, de contrapunto, de conduccion de voces

o de ejecucion musical.

Y la experimentacion de modelos tedricos.



Teoria Matematica de la Musica

Guerino Mazzola

Uno de sus objetivos es el de desarrollar un marco cientifico
para la Musicologia.

Esta basada en las Teorias de Modulos y Categorias, en la
Topologia Algebraica y Combinatoria, en |a Geometria
Algebraica, Teoria de Representaciones, esto es, en matematica
de alto nivel. Uno de sus propositos es el de describir las
estructuras musicales.



“Dias hize
los numenos natuwrales,
el 1esta es cbrna del hombie”

Leapald Hronecker




Definicion. Un nimero natural es un numero ordinal n tal que

(i) O bienn=0

(ii) o bien n = m* (donde m es automaticamente un ordinal);

(iii) y cada x € n es 0 0 x = y* (donde y es automaticamente un

ordinal).



Giuseppe Peano (1858-1932)



Teorema. (Los axiomas de Peano).

(i) O es un numero natural.

(ii) Si n es natural, entonces también lo es n*.

(iii) O no es un sucesor, 0 es distinto de n*, de cualquier
numero natural n.

(iv) Para los numeros naturales n, m; n = m siy sélo si n* =
m-.

(v) (Prueba por induccion) Si W es una propiedad de
numeros naturales tales que W(0), y W(n*) siempre que
W(n), luego W(n) para cada numero natural n.



1) Contamos compases.

2) Dentro de una partitura determinada, contamos los tiempos.

A la afinacion también se le asigna un valor de numero natural,
por ejemplo, en el codigo digital MIDI (Musical Instrument
Digital Interface), donde el do central de un teclado tiene el
numero 60.

3) Para un intervalo musical, uno generalmente comienza con la
nota, el tono o altura (frecuencia) de la nota inferior y cuenta el
numero de semitonos para alcanzar la nota superior. El intervalo
unisono significa contar 0, la segunda menor tiene 1 semitono, |la
segunda mayor 2 semitonos, la tercera menor 3, la tercera mayor
4, |la cuarta 5, el tritono 6, la quinta 7, la sexta menor 8, la sexta
mayor 9, la séptima menor 10, y la séptima mayor 11 semitonos.



En la Composicion Musical, hay un método sencillo para crear
prototipos de melodias: el Dodecafonismo, inventado por el
compositor y tedlogo Arnold Schoenberg alrededor de 1921. El
concibio series de 12 tonos s: O,, - P,,, donde O, es un conjunto
de 12 tiempos de inicio (onset)

04, ={0y, 04, 05, 03, 04, Os, Og, O, Og, Og, O1(, 041},
y donde

P12 = {pOI P1, P2, P3, Py, Ps, Pgr P7, Pgr Pos P1os pll} es el Conjunto de
12 nombres de las notas o tonos o alturas o frecuencias en el

piano, tipicamente nombrado por

pOZCapl:C#ap2:D9p3:D#9p4:Eap5:F9p6:F#ap7:G9p8
= G#, pg = A, pjp = A#, py = B.






En la Mdusica Serial, la idea de Schonberg de considerar una
biyeccion, s: O, - P, se generalizd a otros parametros mas alla de
las notas o tonos. Por ejemplo, los compositores seriales también
consideran 12 duraciones en un conjunto

Dy, ={dy, dy, d,, d3, dy, ds, dg, d, dg, dg, dy, dy4}.

Dada una serie de tonos o notas s: O,, - P,,, asi como una serie de
duracién t: O,, > D,,, tomaban la serie del producto cartesiano
s x t: O, x O, > P,, x D;,. Para obtener una nueva serie que
determinara el tono o nota o altura junto con la duracidn para cada
tiempo inicial, ellos la compusieron con la inyeccion diagonal
A: 0, - 0O, x O;, . Esto produce la funcidn deseada
sxteA:0, 2 P, XDy
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En la Teoria Musical, hay una Teoria de la Armonia que fue propuesta
por Hugo Riemann llamada Teoria Funcional (Musical). Es una
divertida coincidencia que también haya una Teoria Funcional
(Matematica) (imismo nombre!) que fue desarrollada por Bernhard
Riemann. Pero mas alla de estas similitudes, las dos teorias no tienen
nada en comun. La Teoria Funcional Musical de Hugo Riemann fue el
programa para atribuir a cada acorde posible una de las tres
funciones armonicas posibles, (T), (D) y

(S). Esta idea defini6o un procedimiento para dar a las
secuencias de composicion de funciones armonicas el que representen
el significado del movimiento armonico a través del tiempo.



Por ejemplo, la secuencia I. = {c, e, g}, IV. = {f, a, ¢}, V. =1{g, b, d}, I
= {c, e, g} de acordes triadicos de grado (aqui en Do=C mayor), la
tonalidad estandar de las teclas blancas del teclado cuando se inicia
con la tecla tonica C. Esta se entiende como
una abreviatura de la identificacion armodnica de la tonalidad dada
(aqui, de hecho, una octava de la tonalidad C se identifica como la
unién I U IV, U V). En tal cadencia, el grado | se puede ver como el
valor de funcion T, el grado V como el valor D y el grado IV como el
valor S.



La idea de Riemann fue la de darle tales valores funcionales a todos
los acordes, definiendo de manera efectiva el concepto de
mediante dicha funcidn. Por lo tanto, la tonalidad de
Do=C mayor se define como una funcion Tonalidad C: Ch - TDS =
{T, D, S} cuyo dominio Ch es el conjunto de todos los acordes, que
son por definicion todos los conjuntos finitos en 2N°ts, donde Notas
representa el conjunto de todos los tonos o notas o alturas o
frecuencias. Sin embargo, esta idea de Riemann no funciond debido
a la carencia de orientacion de la Banda de Moebius armonica. El
interesado puede ver esto en la seccion 16 de libro [MCool].



Cubierta de la escala de Do=C mayor por
los siete acordes usuales por grados.







Otro ejemplo (del concepto de relacion): si tomamos el conjunto
Fin (N) € 2N de subconjuntos finitos del conjunto N de notas, estos
subconjuntos se denominan . Con la relacion de inclusion C <
D si, y s6lo si C c D, tenemos un orden parcial entre los acordes. Los
acordes que tienen dos elementos suelen denominarse

Los acordes que tiene solamente una nota, se identifican con sus
elementos individuales. En |la Teoria Musical, el caso C £ D para un
intervalo C es una propiedad importante de un acorde D, lo que
significa que el intervalo C es parte del acorde D. En armonia,
especialmente en la Teoria de |la Modulacion, el caso importante es
cuando un acorde C es < a dos acordes mas grandes R, S.



Veamos otro ejemplo. Para un nimero natural n y un conjunto X,
una sucesion de longitud n en X es una inyeccion t: n—X. S1 X =
P,,, una sucesion t: 3— P,, define un acorde de tres elementos,
llamado triada en la Teoria Musical. Por supuesto, el orden de las
notas, por ejemplo, t = (¢, g, €), no es importante al elegir un
conjunto {c, e, g} con fines ilustrativos. Pero el orden en la
secuencia es relevante s1 nos preocupamos por los miembros del
conjunto, por ejemplo, s1 queremos conceptualizar las inversiones de
acordes. Comenzando en ¢ en {c, ¢, g}, luego tomando g, luego c,
obtenemos la primera inversion de {c, e, g}, o comenzando en g,
luego tomando c, luego e, define la segunda inversion de {c, e, g}.
Este formalismo de sucesiones fue introducido en 1981 por Guerino
Mazzola en su curso universitario sobre Teoria Matematica de la
Musica y en otro de sus textos para la clasificacion de estructuras
musicales generales; recientemente se ha aplicado bajo la palabra
"orbifold" a consideraciones topoldgicas sobre la conduccion de
voces.



La aritmética de los numeros enteros Z permite operaciones sin
restricciones en representaciones de parametros musicales, tales
como el de notas o los tiempos de inicio. Una primera operacion con
los numeros enteros es la . Dado un entero t € Z, se
considera la funcion de transposicion por t, denotada por Tt Es la
funcion Tt: Z - Z dada por a=> Tt (a) = t + a. Claramente, Tt es una
biyeccion en Z.

Una segunda operacion en enteros es la . La inversion
también es una biyeccion en Z y se denota por Tt . Esta definido por
Tt (a) =t - a. Claramente, T'_ > T*_ =Id,. Tiene un punto fijo, es decir,
Tt (@) = a si, y s6lo si t = 2a es un multiplo de 2, es decir, es un
numero entero par. Si t no es par, no hay un punto fijo.









Glissando




Eﬁﬁﬂ?ﬂs

continuous




La sucesion 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,...
u,=u,=1 yu=u_,+u_, para n mayor o igual que 2
sucesion de Fibonacci y sus términos numeros de Fibonacci
b =u_.,/u, cuyo limite cuando n tiende a infinito es 1.618034...
Un segmento de recta AB en un punto C tal que AB:AC=AC:CB tal
division se llama seccion o razon durea (Kepler la llamd proporcion
divina). Si AB=1 y AC=x entonces x*+x-1=0. Luego x=.618034.... Asi, la
parte mayor de cualquier longitud, dividida en razon aurea, es igual a

la longitud total multiplicada por .618034....

Johannes Kepler en 1597. Bartok, Debussy, Stockhausen y Grisey.



Pero, équé es el tono, nota o frecuencia?

Variacion de la presion de aire p(t) (en pascales, donde un pascal (Pa)
es la fuerza de un Newton por metro cuadrado N / m?) en funcién de

tiempo t (en segundos (segs), por ejemplo) que muestra periodicidad,
es decir, repite su forma después de un periodo de tiempo P.

Presion de aire promedio 101325 Pa.






Frecuencia de una funcion de presién se define comof=1/Psi P
es el periodo de tiempo, y la unidad de frecuencia es Hertz, Hz=1/
segundo.

Por ejemplo, el /la para la musica de camara es frecuentemente
(pero no siempre, algunas regiones tienen estandares ligeramente
diferentes) 440 Hz.



Sin embargo, los humanos no percibimos la frecuencia como tal. Es el
logaritmo Pitch (f) = log (f) lo que nuestro cerebro percibe como tono o
nota o frecuencia. Esta ley se llama la ley de Weber-Fechner. Por
ejemplo, si nos dan un tono o nota Pitch(f.) = log (f.), digamos el do=c
del medio del teclado de un piano, entonces la octava ¢’ de este tono o
nota tiene la doble frecuencia 2f.. Esto se traduce a la ecuacion
logaritmica Pitch(2f,) = log (2) + log (f.). En otras palabras, subir una
octava significa agregar el registro constante log(2) al tono dado. Esta
es la razon por la cual la distancia entre las notas de una octava en el
piano es constante. Si el teclado tuviera que representar las diferencias
de frecuencia, las octavas se separarian cada vez mas a medida que las
teclas van hacia la derecha. De c a ¢’ tenemos 2f_-f_=f_, pero para c”
tenemos 4f_ - 2f_= 2f_, el doble de la diferencia de la octava anterior.



Las afinaciones musicales se definen por formulas matematicas que
especifican afinaciones admisibles. Por ejemplo, la afinacién de 12
notas temperada selecciona las frecuencias f de la forma f = f; -
(12v2 )», p € Z, f, una frecuencia basica, con los tonos
correspondientes

Pitch (f) = log (f,) + p/12 log (2).

La afinacion “Justa” se define por f = f, - 2°395¢, donde o, q, t € Z, tal
que Pitch (f) = log (f,) + o log (2) + q log (3) + t log (5). Esta
construccion proviene de tres intervalos musicales tradicionales
basicos, a saber, la octava con una relacion de frecuencia de 2: 1, la
qguinta justa con 3: 2 y la tercera con 5: 4. También se pueden hacer
evidentes estas razones de intervalo en la formula anterior, ya que
Pitch (f) = log (f,) + o log (2) + g log (3) + t log (5) = log (f,) + (0 + g +
2t) log (2) + g log (3/2) + t log (5/4).



Recordemos aqui la teoria de Pitagoras que se baso en el tetractys.
Para la afinacion “Justa”, uno tendria que agregar una quinta fila con
cinco puntos. La formula siguiente da una generalizacion de las
afinaciones, tanto temperadas como justas

f=f,-2°395"'donde o,q,t € Q

la cual incluye la afinacion temperada de 12 notascong=t=0y o =
p/12, p € Z, mientras que la afinacién Justa solo requiere exponentes
enteros, y la afinacion Pitagodrica es solamente la Justa cont = 0. En Ia
Teoria de la Musica también se proponen afinaciones mas generales
gue involucran numeros primos mas altos.



imaginary time i R

René Descartes

res cogitans

S * real time R
res extensa

space R3




Otro ejemplo: En la Tecnologia del Sonido, los numeros
complejos son indispensables. Al describir sonidos que tienen
una frecuencia determinada, existe una teoria matematica
clasica que satisface las necesidades de wuna descripcion
completa, a saber, el formalismo descubierto por Joseph Fourier
hacia 1800. Su teoria permite la descomposicion de una funcion
de sonido como una suma de funciones sinusoidales, llamadas
parciales. Para realizar calculos con la Teoria de Fourier, se
trabaja con numeros complejos. La Teoria de Fourier también se
ha aplicado para crear algoritmos rapidos para el calculo de
datos numéricos asociados con las parciales. E1 mas famoso se
llama “Fast Fourier Transform” (FFT). La transmision rapida
de datos de sonido seria imposible sin FFT.



Mas acerca de la Matematica y la Musica.

Primero: la historia de la Matematica y de la Musica demuestra
que éstas disciplinas difieren en metodologia, lenguaje y posicion
existencial, por lo que ya no seria posible identificarlos como
antes.

Segundo: la diferencia en sus perspectivas es una fuerza
importante para la interaccion creativa, y ésta es una de las
razones principales de la importante inspiracion mutua que la
matematica y la musica se han dado una a la otra.



La historia de la musica tiene una interaccion notable con el
desarrollo de otras ciencias. Es interesante, por ejemplo, enumerar
algunos puntos donde la Musica y su teoria estaban antes que la
Fisica:

La formula del mundo pitagorico de Tetraktys fue un paradigma
musical que podria ser materializado solo mucho mas tarde, en la
Fisica Teorica del siglo XX.

La Teoria de los Gestos en la Musica se desarrollo mucho antes
que la Teoria de Cuerdas en la Fisica. Los gestos son conceptos
teoricos esenciales en la Teoria de la Ejecucion Musical, tal como
lo describen Graeser, Adorno, Sessions y Lewin.

Las Leyes de Kepler que describen el movimiento de los planetas
fueron musicalmente motivadas cuando estaba buscando
fracciones de intervalo musical (3/2 para la quinta, etc.) para
entender la Astronomia.



En la Teoria Musical, los tres intervalos armonicos basicos, octava,
tercera y quinta, se concibieron como direcciones armonicas
independientes, una interpretacion que mas tarde podria
confirmarse matematicamente cuando los matematicos
introdujeron el concepto de independencia lineal en el Algebra
Lineal.

La Teoria de Topos de Grothendieck fue aplicada por Mazzola en
la Teoria Musical antes de la aplicacion de la Teoria de Topos en la
Fisica.

Las simetrias como herramientas fundamentales para la Teoria
Musical fueron aplicadas en la musica por el teorico y matematico
Wolfgang Graeser cuatro anos antes que en la Fisica por Emmy
Noether.



La reciente inspiracion del gran matematico Alexander
Grothendieck (1928-2014) para su mayor desafio intelectual, la
idea de una Teoria de Motivos se entendio como una idea musical
de estructuras matematicas fundamentales que actian como
motivos musicales en la gran sinfonia de la matematica.

Y una feliz o triste anticipacion: el negocio de la musica se
destruyo antes de la catastrofe de fuentes abiertas en las ciencias.



Mazzola propone la imagen de una interaccion “matematico-
musical” que exprese la atmosfera general de dicha interaccion.
Esta imagen es la de un contrapunto de dos voces, el cantus
firmus de la Matematica y el discanto de la Musica, que
interactuan en armonia consonante, pero se mueven de manera
creativa en el eje del tiempo a través de la historia y se
despliegan en una tension contrapuntistica de voces autonomas,
pero profundamente conectadas.
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La Matematica
es una de las Bellas Artes,
la mas pura de ellas,
gue tiene el don de ser
la mas precisa
y la precision de las Ciencias.
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