























Claudio Arrau y Emilio Lluis en Canada en 1980.

Desde muy joven tuve mi propio enfoque personal. Es el
siguiente: habemos quienes vemos el arte como un fin en si
mismo y no como un medio para la obtencién de algo
material, vemos la Musica como una actividad maravillosa,
que existe para ser disfrutada y en la cual uno tiene el
privilegio de dar vida a las obras musicales de los seres
humanos maés extraordinarios de la raza humana. Considero
que durante mi actuacion no debo distraer con movimientos o
muecas u otras cosas innecesarias al oyente, para que éste se
concentre en lo verdaderamente importante, la musica a la
cual le estoy dando vida, con todos sus detalles finos de
fraseo, estilo, etc.



Cito recomendaciones interesantes del Maestro:

Comentaba Arrau que Beethoven consideraba sus sonatas
esencialmente como obras dramaticas. Dicen algo en cada
compds y por lo tanto deben de interpretarse como si uno
mismo viviera el drama.

Arrau comentaba que los fortes, los crescendos, diminuendos,
etc. son diferentes para cada compositor. Un crescendo es
mas violento en Beethoven que en Mozart.

Arrau se conservaba completamente relajado mediante el
hundirse, el nadar, el flotar en la Musica, mediante el dejarse
llevar por la corriente. Dejo que la tension suceda, dejo que la
emocion fluya. Debo convertirme en uno con el instrumento.
Por eso debo de tocar con todo el cuerpo, todo el peso del
cuerpo debe ir a las teclas. Por orto lado, mientras me
mantengo relajado creo tension interna y sentimiento
enormes. El tocar muy bien requiere de una tension
emocional increible sin estar fisicamente tenso. Parece
sencillo pero no lo es, concluye el Maestro.

Arrau memorizaba de la siguiente manera: “primero toco la
obra sin pensar en memorizarla, hasta que estd en los
musculos. Tengo cuatro tipos de memoria: la muscular, la
fotografica, la del sonido y la analitica. Utilizo la memoria
analitica al final, ya que la obra esta dentro de mi”.

Arrau decia que el que poseyera un gran repertorio se debia
al hecho de no ser flojo. Siempre quiso aprender obras
nuevas, y nunca deseaba tocar demasiado una misma obra y
desed siempre tocar el mayor numero posible de recitales
diferentes en una misma temporada.



Otro ejemplo a seguir del Maestro es el de adquirir una
amplisima cultura en todas las ramas del saber.

“Si se tocan los trinos de la sonata Op. 111 de Beethoven
buscando solamente un bello sonido, ;qué es lo que se tiene?
El sonido por si mismo no es lo que hay que buscar como un
fin. Hay sonidos que deben de sonar asperos o rudos en
Beethoven o Brahms. Los trinos de la Op. 111 no deben de
ser tocados rapidos. Son de caracter expresivo”.

Arrau preferia a los estudiantes que preguntan el porqué de
las cosas, que deseaban ser convencidos. Estaba convencido
que las sonatas de Beethoven ocupaban el lugar mas
importante para la ensefianza y el estudio. Pensaba que en
ellas Beethoven pide un significado de cada nota, cada frase
y ritmo. Joseph Horowitz (quien escribié uno de los mejores
libros jamas escritos sobre intérprete alguno) al preguntarle a
Arrau, en 1980, si seguia ensefiando, le contesta que, muy
poco. Que le encanta ensefar pero que ha tenido algunos
alumnos que lo decepcionaron mucho. “La manera en que
trato de ensefiar a tocar tiene que ver con una actitud general
hacia la vida y yo crei que habia tenido éxito en transmitirla a
esos discipulos. Después no los vi ni oi durante varios afios y
cuando finalmente los volvi a ver me di cuenta que ya no
quedaba nada de eso. Aun suelo escuchar a los jovenes que
desean tocar para mi... siento que es una obligacion, pero tan
pronto como noto algo de esa terrible vanidad, pierdo todo el
interés”.

Para los interesados en la técnica pianistica de Arrau, les
puedo decir que pueden leer en el libro de J. Horowitz el
capitulo sobre técnica, y los 10 mandamientos publicados por
la revista Le Monde de la Music hace algunos afios, entre
otros articulos.



El trabajo del concertista en México
Analicemos brevemente el mercado del concertista.
Demanda:

En el area metropolitana de la Ciudad de México existen
menos de 10 orquestas sinfonicas mayores. De un total de
mas de 24 000 000 de habitantes solamente acuden a un
concierto al menos una vez al afo, 2000 personas. Si le
parecen pocas, multipliquelas por 2 o por 10. Entonces serian
20 000 personas. Téngase en cuenta que asisten los mismos
cada semana y no los va a contar cada semana, sino al afio.
Los recitales de solistas tienen en promedio 30 asistentes en
toda esta area metropolitana. Si hay 10 recitales en un solo
dia, lo cual es quizas demasiado, habrd 300 personas en
promedio. Si le parecen pocas, multipliquelo por 2 o el
numero que usted desee.

En resumen, se tiene una demanda de .08% de la poblacion
del area metropolitana. Si considera que es poco, ponga usted
el doble, es decir, el .16 %. Esto es, ain asi, una demanda
pequefiisima. Hay que decir que el publico Ilamado
melomano generalmente prefiere escuchar a concertistas de
otra parte de la galaxia si fuera posible ya que los nacionales
no considera que sean buenos. Esos extraterrestres deben
tener apellidos terminados en isky u osky de preferencia. Hay
que tener muy en cuenta que ha existido un malinchismo en
el mexicano (no solamente en cuestiones de musica) del cual
no se ha podido desprender.

Oferta:

Enumeremos las orquestas grandes: Orquesta Filarmoénica de
la UNAM, Orquesta Sinfonica Nacional, Filarmonica de la



Ciudad de México, Orquesta Sinfonica del IPN, Orquesta
Sinfénica de Coyoacdn, Orquesta Sinfonica del Estado de
México, Orquesta de la Opera, ... ;Cuantos musicos que
tocan en alguna orquesta hay? Quizas menos de 600 ya que
muchos tocan en varias orquestas. Los musicos pueden
obtener un lugar de trabajo en alguna orquesta cuando lo hay.
Actualmente estdn completas y muy esporadicamente se abre
una plaza. La mayoria de las orquestas paga sueldos muy
bajos que hacen que el musico de atril tenga que obtener
ingresos de otros trabajos

(Cuantos pianistas mayores de 30 afios hay que toquen al
menos 1 recital al afio? ;Pareceria que hay menos de 30 en el
area metropolitana? Si le parecen pocos, multipliquelos por 2,
es decir 60, para una poblacion de mas de 24 000 000. ;Qué
tal si fueran los médicos del area metropolitana? Pues no
alcanzarian a cubrir a toda la poblacion. Hacer un musico de
orquesta o solista, a diferencia de las demas profesiones
requiere como minimo 16 afios para que pueda presentar su
primer recital o concierto dignamente. Las demas carreras
llevan 5 afios de preparacion. Actualmente no existe un solo
pianista en nuestro pais cuyo modus vivendi sea
exclusivamente el de dar conciertos. Siempre va acompafiado
de dar clases u otros trabajos.

Lo peor de dos sistemas:

Por un lado, a principios del siglo XX existian las ideas
socialistas de que el Estado se deberia de hacer cargo de la
cultura y que deberia de ser proporcionada gratuitamente al
pueblo o publico que deseara asistir. La gente se quedo con
este pensamiento: “la cultura debe de ser gratis y yo no tengo
que pagar un solo peso”.



Por otro lado, el artista debe de ser capaz de vivir
independientemente de su arte. Debe de cobrar su trabajo. Es
decir, el oyente debe pagar una cantidad por recibir algo a
cambio. Si el artista desea hacer esto, le es demasiado dificil
lograrlo pues una gran cadena de obstaculos se lo impide.
Sindicatos de todos tipos, cuotas, Hacienda (lo cual es justo,
debe de pagar sus impuestos por el sueldo ganado),...
Ademas debe saber “vender” su producto o sus “naranjas”
como lo vamos a decir para ilustrar lo que sigue. Debe quizas
tener buenas relaciones o influencias para que el encargado
de tal o cual dependencia le pueda asignar un recital pagado
si es que de casualidad, por alguna razén extrafia tiene
presupuesto para pagar a los artistas, pero solamente uno.
Quizas le alcance para pagar el desayuno o comida de ese
dia. Ya no volverd a tocar en ese lugar por lo menos en un
afio. Tendra esperar ese tiempo y buscar otro lugar. Todo el
trabajo de afios y meses de preparar un recital, para tocarlo
solamente una vez. Esto sucede sobre todo si tiene la suerte o
la influencia o la relacién con el director de una orquesta.
Estos prefieren contratar a solistas extranjeros que les puedan
ofrecer un intercambio (los nacionales raramente tienen algo
que ofrecerle a cambio). T me invitas a dirigir y yo te invito
a dirigir o ser solista. Esto sin contar que los encargados de la
programacion también tienen ese malinchismo, al igual que
el publico, de creer que lo extranjero es mejor que lo
nacional. Lo mismo sucede cuando se organizan recitales en
salas grandes, se contrata a extranjeros sobre los nacionales.

El artista va una sala o auditorio a vender sus naranjas. Llega
y le dice al burdcrata que se encuentra ahi que tiene unas
naranjas buenisimas, deliciosas que le ha costado muchisimos
afios de esfuerzo cultivarlas. Que no tiene un estanquillo
donde venderlas y que si las puede vender en esa sala. Le
contestan de inmediato que no tienen dinero para comprarle



sus naranjas, y que en el mejor de los casos que todas las
naranjas que se ofrecen en esa sala “me las manda Bellas
Artes”, es decir, se “regalan” a los asistentes a través de
“Bellas Artes”. Este artista se siente frustrado. No se resigna
a tocar con su instrumento en la calle, puede danarse a la
intemperie o puede ser demasiado pesado o no ser de pilas,
requiere de corriente eléctrica la cual se tendria que robar con
un diablito de la via publica como lo hacen los puestos de
comida. Considera que tiene dignidad y que no se va a
rebajar. Donde a veces le dan trabajo es divirtiendo borrachos
en un bar, pero su actividad como concertista no es adecuada
para ese fin. Tiene que cambiar de repertorio y en lugar de
Mozart o Ponce hay que tocar cualquier basura comercial.

Al cerrar la edicion de este libro me fue proporcionada esta foto tomada
en julio del 2011 donde ya se ve que se ha llegado a lo descrito
anteriormente en Alemania. Puede usted observar las monedas que le han
dado a este artista y la mesita donde vende sus discos. Obviamente tuvo el
atrevimiento de sacar su piano o el de una tienda a la calle contando con
ayuda de varias personas.



La otra “alternativa” es conseguir una plaza de concertista en
Bellas Artes o en Xalapa, no sé de otro lugar de la Republica
Mexicana que contrate concertistas. Pero esos lugares ya
estan llenos de artistas y el gobierno no tiene porqué “cargar”
con todos los demas artistas. Los hay que se consideran
“independientes”. Pero el mercado estd “muerto”. Al regalar
las naranjas Bellas Artes u otras dependencias que proclaman
que las naranjas deben ser gratuitas, ;quién quiere pagar
aunque sea un peso por ellas?

Ejercicio de la sala de conciertos.

Se le ocurre que cuando sea grande tendra dinero para montar
una sala de conciertos para 100 personas y entonces si podria
tener ganancias de su arte. Al hacer cuentas, piensa que
requiere alrededor de 20 millones de pesos. Se dara cuenta de
que es insuficiente. Su proyecto se ve anulado al enterarse
que requiere de cobrar una entrada de muchisimos pesos.

Si usted no hace nada y mete los 20 millones en cetes o en la
bolsa, etc. Tendra un interés anual de, digamos 10% (antes de
la crisis mundial), es decir, unos 2 millones de interés al afio,
sin hacer nada, solamente depositarlos en la instituciéon que
corresponda. Entonces, si va a invertir los 20 millones en una
sala de conciertos debe de tener una ganancia mayor a 2
millones al afio, si no, no le conviene trabajar tanto para
perder dinero. Si queda “tablas”, ni gana mas ni menos que
los intereses, regalard todo su trabajo. Entonces tiene que
ganar 2 millones al afo, es decir, 166 666 pesos al mes. Si
ofrece un concierto a la semana tendria que cobrar la entrada
a esas 100 personas a 416 pesos por persona sin contar el
costo de la publicidad, mantenimiento, personal, afinaciones,
etc. etc. Tendria que tener lleno absoluto, si no, tendria
pérdida. Recuérdese que esto es para ni ganar ni perder. jEsto



es mas que imposible cuando el promedio de asistencia a un
recital gratuito es de 30 personas!

Todo esto es sin contar que le “caera” todo el peso de la ley.
Deberéa tener suficiente lugar de estacionamiento, seguridad,
sanidad,...sindicatos, etc. etc.

La camara de diputados: Todo hecho para que no
funcione.

Efectivamente, las leyes y sobretodo la aplicacion o no
aplicacion de las mismas estan hechas para que nada
funcione. Trate usted de convencer a un diputado, quien tiene
“importantisimos y prioritarios” temas que atender en su
agotada agenda, que usted no es un creador de basura
comercial, que su arte tiene una escasisima demanda, que
entre mas calidad tenga su arte menor sera el nimero de
asistentes. Que se requiere de una legislacion que promueva
el arte, no que lo elimine. Que usted no debe ser tasado como
roquero o pantera del norte. Son actividades diferentes. Pero
le van a decir que la ley es la ley, y debe ser pareja.

Si el artista dice que hard un concierto para que obtenga
ganancias producto de su trabajo y se le ocurre hacerlo en el
Estadio Azteca, llevando su piano, con un programa con
musica de Bach y Mozart, lo seguro es que reciba unas 30
personas en todo el estadio. Bueno, 100 para no ser tan
pesimista. Tendrd que pagar el alquiler del estadio, a todos
los de la tramoya, a los vendedores de cerveza, a los policias,
a los respectivos sindicatos,.... jSolamente le quedaria por
hacer, endosar su acta de nacimiento!



Las escuelas de musica.

Tantas escuelas de musica, tratando de formar musicos o
gente que aprecie el arte musical, Escasos artistas graduados
con una licenciatura o maestria o doctorado en interpretacion
musical,... ;Qué demonios les decimos o les dice su
legislacion, gobierno o pais a quienes desean estudiar una
carrera de musico? Si usted ya tiene los méritos y desea
ingresar a una escuela oficial de musica para dar clases, hay
unos 10 solicitantes para una sola plaza de 4 horas.

Las academias de musica particulares.

Han cumplido un papel muy importante en la formacion de
artistas. Sin embargo, cuando yo tenia 15 afios, las palabras
de un pianista mayor que yo fueron “yo doy clases de piano a
piedras, y después de ello preparo mis recitales”. Esto decidio
mi futuro, ya que yo decidi dedicar esas 40 horas a otra
actividad que me apasiona: la Ciencia. No me equivoqué. Mi
vida es fascinante en cuanto a las actividades que desarrollo.
No dependo de los escasisimos ingresos que pudiera tener
por dar conciertos ni tener que darle clase a piedras, las
cuales en estos aflos son ya muy escasas.

El futuro del trabajo del concertista en México y en el
mundo.

Esto no solamente sucede en la Ciudad de México. Sucede en
todo el mundo. Al ver este panorama desde hace décadas,
también observé que hay maneras de hacer conciertos sin
necesariamente estar en las grandes ligas comerciales de la
musica, las cuales ya mencioné que tienen ciertas
caracteristicas no aptas para mencionar en este libro.



Los concertistas de las grandes ligas comerciales son pocos
comparados con el gran niamero de musicos que no
pertenecen a ellas. No necesariamente estan en una agencia
sino que tienen promotores, o ellos mismos se arreglan giras
por varios paises. Muchos sufren de ser viajeros que viven de
hotel en hotel, una vida muy solitaria y dificil de llevar
emocionalmente. Algunos lo hacen durante unos afios, no asi
desde el principio y tampoco al final de su carrera. Las clases
son parte muy importante de sus ingresos. En general, los
ingresos por los conciertos son complementarios a sus
ingresos por la docencia.

Sin embargo hay otra manera de vivir mas agradable, al
menos para quien escribe. Observé en los afios setenta del
siglo pasado, cuando yo era estudiante, que amigos
profesores mayores que yo, tenian su catedra de tiempo
completo (o repleto) en alguna universidad canadiense y que
parte de su actividad era la de ofrecer conciertos. Daban 12
horas de clase a la semana y el resto lo dedicaban a preparar
sus conciertos. Esta es una alternativa. Yo mismo la practico,
pero me cuesta demasiado trabajo. Ademés de cumplir todas
mis actividades como profesor de tiempo completo, una vez
realizado esto, en vez de ver futbol o cualquier otra cosa que
otros hagan, yo lo dedico a ofrecer conciertos con todo el
trabajo que ello implica. Es dificil, requiere de mucho orden
y mucho, mucho trabajo. Requiere pasion, sobre todo. Me
considero un ser privilegiado al haber elegido dedicar mi vida
a convivir con la obra de la gente més destacada de la raza
humana en la ciencia y en el arte, en la Matematica y en la
Musica, desde un Gausss, Galois, Mazzola, etc. hasta Bach,
Beethoven o Rachmaninoft.



Organizacion de conciertos:

En 1997, uno abria el periddico y no encontraba un solo
recital de musica en muchos dias. Era increible que en una de
las ciudades mas grandes del mundo no hubiera ni siquiera un
recital al dia durante varios dias. Es asi que uni esfuerzos con
el Maestro Edwin Lugo quien toda su vida ha realizado la
organizacion de actos culturales de diversa indole. Asi
unimos la Asociacion Musical Kalman Imre de la cual €l es
presidente y la nueva Academia de Musica de la Sociedad
Mexicana de Geografia y Estadistica de la cual yo habia sido
nombrado presidente. Al pasar los anos vemos que hemos
organizado miles de conciertos brindandoles a los artistas un
foro, el cual cuesta mucho trabajo conseguir como una
colaboracion de nuestras asociaciones con las diversas
instituciones. Basicamente nosotros ponemos los artistas, con
todo lo que ello implica y ellos ponen la sala, piano y
difusion del concierto. Si nosotros no lo hacemos, nadie lo
hara. Hemos sido miembros de la resistencia, la resistencia a
que se muera el arte musical en nuestro pais. Es increible,
pero existen ciudades con mas de un millon de habitantes que
no tienen un solo concierto de musica de arte al afio.

Durante todo el afo 1998 organizamos cada semana un
concierto en nuestra sede donde tenemos a nuestra
disposicion una sala con capacidad de 200 personas con un
piano Bechstein de media cola del afio 1887. Tuvimos que
dejar de hacerlos en nuestra sede debido a que la inseguridad,
el ruido excesivo, la falta de higiene de las calles y la falta de
estacionamientos hacian que el publico que iba una vez no
pudiera regresar por esos factores a pesar de que les habia
encantado el lugar, la sala, la programacion, la actstica, etc.
Ese trabajo enorme de hacer publico, es decir, de hacer que
la gente regrese no se pudo llevar al cabo. Después decidimos



realizar colaboraciones con distintas casas de cultura o
instituciones donde nosotros poniamos a los artistas con
programacioén, etc. y ellos el lugar y la difusion. Hasta la
fecha, asi hemos seguido. Es de notar que en esas
instituciones no se permite cobrar una entrada, aunque sea
modica. Tienen la creencia (quienes tienen a su mando las
decisiones politicas) de que la cultura debe de ser gratuita
(hasta lo anuncian en grandes espectaculares haciendo creer a
la gente que la cultura musical es la de las panteras nortefias a
las cuales si les pagan una millonada pues concentran
grandes masas). Si tan solo se permitiera cobrar, con recibo
oficial y pago de impuestos por parte de los artistas, podria
haber una pequefiisima fuente de ingreso para el musico y no
dar lugar a que el propio artista esté subsidiando la verdadera
cultura. Esto, sin tener una competencia desleal de quienes
regalan las naranjas.

Lo que se clama a gritos es la palabra “libertad”. Libertad de
que el artista pueda vivir de su profesion, o cuando menos de
percibir alguna retribucién econdomica como producto de su
trabajo. Si en las salas o auditorios se cobrara 10 pesos por
persona y asistieran en promedio 30, el artista se llevaria una
parte de los 300 pesos ya que la otra seria para la institucion
con la cual podria mandar afinar el piano o arreglarlo en el
mejor de los casos. El propio artista se uniria a los esfuerzos
de difusion de las instituciones y atraerian mas publico.
Cambiaria la idea de la gente de que la cultura es gratis. No,
tiene un costo y un derecho de quien la hace, de poder tener
una ganancia como producto de su trabajo. Si esto no se hace,
en muy poco tiempo, como ya ha pasado en muchisimas
ciudades de nuestro pais, desaparecera por completo el arte
musical para quedar Unicamente la basura comercial de la
musica.



Los pianos de muchas salas de la capital y del resto del pais
son pianos Steinway de la época de Don Porfirio.
Desafortunadamente en pésimo estado. Rara vez les han dado
mantenimiento y cuando lo han hecho, esta realizado de muy
mala manera. Es como tener coches Rolls Royce pero todos
chocados y descompuestos por dentro.

La Ciudad de M¢éxico quizd posee el mayor numero de
auditorios y teatros comparado con otras grandes ciudades
del planeta pero desafortunadamente muy mal aprovechados.
Se utilizan para todo tipo de actos, y la mayoria no tiene
piano. Muchos son publicos, construidos con dinero de los
impuestos y por lo tanto pertenecen al pueblo, no a los
burdcratas que se ostentan como sus duefios y jhasta los
alquilan!

El ptblico que asiste a las distintas salas donde organizamos
conciertos es de diversa indole. Lo hay muy culto, lo hay de
melémanos, lo hay de gente que simplemente se deleita con
la musica, lo hay sin que sepa nada o haya alguna vez
asistido a un concierto. Hemos realizado una labor inmensa
haciendo publico, es decir, tratando de que regrese y se
aficione al arte musical. Los agradecimientos que tenemos en
cada concierto no se compran con nada. El artista, al dar
belleza, el publico se lo agradece inmensamente. Esto es
suficiente para seguir con nuestra labor, en general tanto el
Maestro Edwin Lugo como yo permanecemos detrds o
colaboramos anonimamente sin que se nos mencione
explicitamente. Todo esto lo hemos hecho sin percibir un
solo centavo durante mas de 13 afios (Edwin Lugo lo ha
hecho por varias décadas). Al contrario, hemos puesto
nuestro trabajo y dinero para que no se acabe el arte musical
en México. Aunamos nuestro esfuerzo a las instituciones
gubernamentales para que haya cultura en nuestro pais. Lo



hemos hecho porque estamos convencidos que las cosas que
valen la pena se realizan por conviccidon y pasion, no por
dinero, el cual no existe para esta actividad por lo antes
expuesto. Es una lastima que el artista no pueda tener
ingresos por su trabajo debido a la manera de pensar (o no
pensar) de los gobernantes ejecutivos y legislativos pasados y
actuales. Es hora que el artista deje de padecer lo peor de los
dos sistemas, por un lado, el Estado no se hace cargo de ellos
y por el otro le impide su supervivencia, esto es, extinguirlo
por completo.

Recordemos que la ciencia y el arte son actividades
esencialmente humanas. La Matematica es una de las "Bellas
Artes" que posee el don de ser al mismo tiempo la mas
elaborada y sofisticada de todas las ciencias. Esta es una frase
muy dificil de comprender para la mayoria de las personas.
Sin embargo, la ciencia es una manera eficaz y elegante de
comprender el universo. La ciencia se auto corrige. Nuestra
vida y nuestro destino estan indisolublemente ligados a la
ciencia. Es esencial para nuestra simple supervivencia que
comprendamos la ciencia. Para quien la comprende, la
ciencia es un placer. Hemos evolucionado de tal modo que el
hecho de comprender nos proporciona placer, porque el que
comprende tiene mayores posibilidades de sobrevivir.



James Joseph Sylvester
(1814-1897)

La Matematica, a diferencia de la Musica, no es para
espectadores. Es un lenguaje que, o bien se habla, o bien no
se entiende absolutamente nada. No hay estadios de
matematicas para un gran publico. Entonces, vuelvo a
preguntar ;qué relacion existe entre la Matematica y la
Musica? J.J. Sylvester escribe en 1864: “May not Music be
described as the Mathematic of Sense, Mathematics as Music
of the reason? The soul of each the same?” Es decir, ";Acaso
no puede describirse la Musica como la Matematica de lo
sensible y la Matematica como la Musica del entendimiento?
El alma de cada una, la misma". Ambas se crean, se recrean,
podemos apreciarlas y disfrutarlas. Una ventaja o desventaja,
segun se quiera ver, es que para la Matematica no existe un
instrumento musical donde tocarla, ésta se queda a nivel de



partitura, podria decir, que va directamente de pensamiento a
pensamiento.

Para mi, la relacion mas importante entre la Matematica y la
Musica es, que ambas son "Bellas Artes". Poseen
caracteristicas similares. Estan relacionadas en el sentido de
que la Matematica provee una base cientifica para
comprender la Musica y la Musicologia y para que esta
ultima pueda considerarse una ciencia, no una rama de la
literatura poética comun y corriente.

Deseamos finalizar esta exposicion estableciendo una vez
mas, que la Matematica es una de las "Bellas Artes", la mas
pura de ellas, que tiene el don de ser la mas precisa y la
precision de las Ciencias.






APENDICE |

K-Teoria Algebraica

Un ejemplo: la K-Teoria Algebraica.

A pesar de que desde principios del siglo XX era bien
conocido que un monoide conmutativo (un conjunto provisto
de una ley de composicioén asociativa con elemento neutro)
sin divisores de cero podia considerarse dentro del grupo
conmutativo que genera, es hasta 1957 (en que Grothendieck
pensara en esto) que comienza propiamente la K-Teoria. Es
de esta misma manera que los enteros negativos se definen a
partir del monoide aditivo de los naturales [M-B] y que los
numeros racionales positivos se definen a partir del monoide
multiplicativo de los naturales sin el cero.

Alexander Grothendieck (1928- )

La idea de Grothendieck fue la de asociarle a un monoide
conmutativo M, un grupo conmutativo K(M), unico salvo
isomorfismo, y un homomorfismo canénico definido de
monoides @:M—>K(M) tal que para cualquier grupo
conmutativo G, cualquier homomorfismo de monoides f:
M— G se factoriza en forma inica como



f:M—> K(M)->G.

El grupo de Grothendieck aparecio publicado por vez primera
en 1958. Aparte de su uso en el teorema de Riemann-Roch,
una de las aplicaciones mas conocidas de la construccion de
Grothendieck la realizaron en 1959 Atiyah y Hirzebruch.
Aplicaron la construccion al monoide aditivo de las clases de
isomorfismo de haces vectoriales complejos con espacio base
un CW-complejo X.

El grupo de Grothendieck lo denotaron K°(X). Definieron K’
“(X) utilizando la suspension de X para n > 1. La
periodicidad de Bott muestra que K"(X)» K™(X) y es
utilizada para definir K"(X) para neZ. Dichos funtores
constituyen una teoria de cohomologia conocida como la K-
Teoria Topoldgica (la referencia clasica es [A-H]) la cual
tuvo aplicaciones importantes, entre otras, el Teorema de
Atiyah-Singer [A-S] y la solucion del problema de obtener el
maximo numero de campos vectoriales linealmente
independientes sobre una esfera [A].

Jean-Pierre Serre (1926- )



Un resultado de Serre [S] generalizado por Swan en 1962
proporcion6 una manera de traducir conceptos topoldgicos en
algebraicos. En efecto, si X es un espacio Hausdorff
compacto y C(X) es el anillo de las funciones complejas en X
entonces existe una equivalencia entre la categoria de los
haces vectoriales B sobre X y la categoria de los méddulos
proyectivos finitamente generados sobre C(X) dada por
B— I'(B) donde I'(B) denota las secciones del haz vistas
como modulo sobre C(X). (Véase el articulo de Vaserstein
[V] de 1986 para una generalizacion del teorema de Swan a
la categoria de haces vectoriales de tipo finito.)

En pocas palabras, la categoria de los haces vectoriales sobre
X es equivalente a la categoria de los A-modulos proyectivos
finitamente generados donde A=C(X).

De aqui se tiene una definicion de K(A) 6 Ko(A) que tiene
sentido para cualquier anillo A, como el grupo de
Grothendieck de la categoria de los A-modulos proyectivos
finitamente generados. Asi que Kg(A) es, entre otras cosas,
una herramienta util para investigar la estructura de los A-
modulos proyectivos.

Por ejemplo, considere el siguiente problema propuesto por
Serre en 1955 [S]. Ya se menciondé que sobre un espacio
topologico X, es equivalente tener un haz vectorial
topologico complejo o un mddulo proyectivo finitamente
generado sobre el anillo de funciones continuas CO(X;C’ ),

donde un haz trivial corresponde a un modulo libre (donde C
denota los nimeros complejos).

En particular, cuando X=C", todos los haces topoldgicos son
isomorfos al haz trivial por lo que los mddulos proyectivos



finitamente generados sobre C’(C";C) son libres. Si ahora

tomamos un campo K arbitrario entonces los haces
algebraicos sobre k", corresponden a los médulos proyectivos
finitamente generados sobre el anillo de polinomios
K[t,t2,....,tn]-

Como en el caso de haces topoldgicos sobre C", el problema
de Serre es si tendremos que todo haz algebraico sobre K" es
trivial. Es decir, ;son libres todos los modulos proyectivos
finitamente generados sobre K[ty,ty,...,t]?

En dicho articulo se introducia la Teoria de Gavillas en la
Geometria Algebraica. Los haces vectoriales sobre
variedades algebraicas se definian como gavillas localmente
libres; los haces triviales correspondian a gavillas libres. El
espacio afin A"k sobre un campo K es el espectro primo Spec
K[t,ta,...,tn]. Al ser éste un esquema afin sobre el anillo Spec
K[ty,to,...,tn], las gavillas localmente libres estan dadas por
moddulos proyectivos finitamente

generados sobre Spec  K[ty,tp,...,tn]. Asi, los modulos
finitamente generados sobre Spec K[ty,t,...,ty] corresponden
a haces vectoriales sobre A"x. Entonces, el problema de Serre
se lefa asi: ;es trivial todo haz sobre A"y?

Detras de esto estaba la idea de que el espacio afin A"y
deberia comportarse como un espacio contractil en
Topologia, y por lo tanto deberia tener unicamente haces
triviales sobre ¢l. Escrita de otra manera, la conjetura de
Serre diria: ;son libres los modulos proyectivos finitamente
generados sobre K[ty,t,...,tq]?

Invitamos al lector a un paseo guiado por Lam [L], por los
bellos paisajes matematicos que llevaron a probar esta



conjetura, finalmente, veinte anos después
independientemente por Quillen y Suslin.

Los intentos por resolver la conjetura de Serre en los afios
sesenta dieron lugar al nacimiento de otra area: la K-
Teoria Algebraica. Una de las metas de la K-Teoria
Algebraica fue la de proporcionar técnicas e ideas para atacar
el problema de Serre.

A pesar de que la solucion final de la conjetura en forma
afirmativa no dependi6 de la K-Teoria Algebraica, no
disminuye para nada la gran influencia que tuvo en el enorme
desarrollo que ha alcanzado con mayor relevancia de la
esperada.

La K-Teoria Algebraica es un fendémeno interdisciplinario
dentro de la Matematica y para definir los grupos de K-teoria
superior necesitamos de la siguiente construccion debida a

Quillen [Q]:

TEOREMA. Sea X un CW complejo conexo con punto base
p. Sea N un subgrupo normal perfecto de w1(X,p). Entonces
existe un espacio X" y una transformacién f: X — X" tal que

(i) m1(f) induce un isomorfismo w (X*,p) = w1 (X,p)/N;

(ii) para cualquier mi(X',p)-médulo A, f induce un
1somorfismo

H.(X; f*A) = H.( X" A);

(iii) (X',f) estd determinado, excepto por equivalencia
homotodpica por (1) y (ii).



Este teorema se conoce como construccion + de Quillen, y
fue inspirada por la necesidad de encontrar una interpretacion
topologica del funtor K; de Milnor. La idea de la
demostracion es la de adjuntar 2-células para aniquilar N y 3-
células para neutralizar el efecto de las 2-células en
homologia.

Quillen en los anos setenta definio, para i > 1, el i-ésimo K-
grupo algebraico de A como KiA= mi(BGLA"). Como en los
casos 1=1,2, Kj es un funtor covariante de la categoria de
anillos a la categoria de grupos [Q].

Una de las huellas de avance significativo en la Matematica
es el descubrimiento de relaciones inesperadas entre diversas
areas. Quiza uno de los ejemplos méas notables de tal avance
es el desarrollo de la K-Teoria Algebraica de Quillen en la
cual el Algebra y la Topologia se relacionan de una manera
nueva y fundamental.

Por un lado, la K-Teoria Algebraica introduce métodos
topologicos para definir invariantes algebraicos, tales como
los K-grupos de anillos de orden superior. Por otro lado,
proporciona una forma de traducir conceptos algebraicos en
conceptos topoldgicos. La K-Teoria Algebraica estudia las
propiedades de los grupos Kj(A), construidos a partir de un
anillo A.

Uno de los problemas mdas importantes en la K-Teoria
Algebraica es el calculo de los grupos K; para diversos
anillos A, pero, a pesar de los esfuerzos de muchos
matematicos, unicamente se conoce un numero muy reducido
de ellos.



El lector podrda encontrar en [A-LL-S-S], [LL1], [LL2] y
[LL3] un panorama e introducciéon a esta area de la
Matematica.

APENDICE I1

Teoria de Topos

Veamos un poco acerca de la Teoria de Topos. Siguiendo la
inmejorable y bella introduccion de Mac Lane-Moerdijk de
su libro sobre Gavillas en Geometria y Logica [M-M], el
aspecto mas sobresaliente de la Teoria de Topos es el de
unificar dos (aparente y completamente distantes) campos de
la Matematica: por un lado la Topologia y la Geometria
Algebraica y por otro, la Logica y la Teoria de Conjuntos.

Un topos puede considerarse como un "espacio generalizado"
y a la vez como un "universo generalizado de conjuntos".
Esto surgio en 1963 independientemente, de los trabajos de
Grothendieck (reformulacion de la Teoria de Gavillas para
Geometria Algebraica), de Lawvere (en su busqueda por
axiomatizar la categoria de conjuntos), y de Paul Cohen (en
el uso del "forcing" para nuevos modelos de la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel).

Vagamente, una gavilla de grupos abelianos A sobre un
espacio topoldgico X es una familia de grupos abelianos Ay,
parametrizados por los puntos x en X de una manera
"continua" adecuada.

Para Grothendieck, la Topologia se convirtio en el estudio de
(la cohomologia de) gavillas, y las gavillas "situadas" en una
topologia de Grothendieck dada forman un topos, llamado
“topos de Grothendieck”. Las categorias (1945) y los
funtores adjuntos (1957) entre ellas, son el lenguaje para



entender la Teoria de Topos. Una referencia para los
conceptos de categoria, funtor, transformacion natural y de
adjunto izquierdo es nuestro libro sobre Algebra Homologica
[LL1]y [LL1a].

Las categorias, inicialmente una manera adecuada para
formular sucesiones exactas, la "caza de clementos en
diagramas" y la homologia axiomatica para la topologia,
adquirieron vida independiente.

En 1963 Lawvere se propuso establecer un fundamento
puramente categorico de toda la Matematica, comenzando
con una axiomatizacion apropiada de la categoria de
conjuntos, reemplazando el concepto de pertenencia con el de
composicion de funciones.

Casi al mismo tiempo, Tierney observo que el trabajo de
Grothendieck podia conducir a una axiomatizacién del
estudio de gavillas. Después, trabajando juntos lograron una
axiomatizacion efectiva de las categorias de gavillas de
conjuntos (y en particular de la categoria de conjuntos) via
una formulacioén apropiada de las propiedades del tipo de los
conjuntos.

Asi definieron, de una manera elemental, sin suposiciones
acerca de los conjuntos, el concepto de topos elemental. La
definicion original se transform6 en una axiomatizacion de
una hermosa y asombrosa simplicidad: un topos elemental es
una categoria con limites finitos, objetos funcion YX
(definidos como adjuntos) para cualesquiera dos conjuntos
X,Y, y un objeto potencia P(X) para cada objeto X; se
requieren que cumplan ciertas axiomas basicos. Invitamos al
lector a adentrarse en este maravilloso tema en el libro [M-
M].



APENDICE II1
por
Flor de Ma. Aceff

Bach y Fractales

Aunque en el siglo XVIII, todavia no existia el conjunto de
Cantor ni el concepto de fractal, éstos ya existian en la
naturaleza. Como los creadores, en particular los musicos,
plasman en su obra tanto la naturaleza que observan, asi
como su época. Johann Sebastian Bach es tal vez uno de los
mejores ejemplos donde podemos observar que en su mente
ya existian las estructuras de los conjuntos de Cantor, asi
como la idea generadora de los fractales y las puso en
practica en varias de sus obras.

Hasta hace algunos afos se consideraba que los conjuntos de
Cantor eran una creacion puramente matematica, que estaban
totalmente alejados de la naturaleza y del arte, sin embargo
ahora se sabe del comportamiento de algunos fendémenos
naturales presentan una estructura similar y en el caso del arte
tenemos este bello ejemplo que nos regald Johann Sebastian
Bach en su 3% Suite para violoncelo, la cual fue compuesta en
la segunda década del siglo X VIII.

El Conjunto Ternario de Cantor

El conjunto de Cantor toma su nombre del matematico
George Cantor que en 1883 lo utiliz6 como herramienta de
investigacion para una de sus principales preocupaciones: el
continuo. Su verdadero creador fue Henry Smith, un profesor



de Geometria de Oxford, quien en 1875 definid, lo que ahora
conocemos como los conjuntos generalizados de Cantor.

El Conjunto Ternario de Cantor se obtiene procediendo del
siguiente modo: Partimos de un segmento de tamafo uno
como se muestra en la etapa 1 de la figura 1 (linea azul).
Dividimos el segmento en tres subsegmentos iguales y nos
quedamos con los intervalos cerrados de los extremos, asi
obtenemos el resultado de la etapa 2 de la figural (segmentos
azules). Repitiendo la divisién en tres partes cada uno de
estos segmentos y quedandonos de nuevo con los intervalos
cerrados de los extremos de cada uno, obtenemos los cuatro
intervalos siguientes de la etapa 3; para la etapa n, dividimos
en tres partes cada uno de los segmentos de la etapa anterior
y nos quedamos con los intervalos cerrados de los extremos
de cada uno. Repetimos este procedimiento tantas veces
como numeros naturales hay, y el conjunto resultante es el
conjunto ternario de Cantor.

Un fractal se obtiene al repetir o iterar un proceso sencillo (o
complejo) muchas veces (una infinidad, si se piensa como
matematico, o un numero muy grande de veces si se quiere
ser mas pragmatico.) Con estas iteraciones se obtiene un
objeto el cual estd formado por partes, las cuales son
parecidas en estructura al objeto completo y dichas partes
también estan compuestas por sub-partes con la misma
caracteristica y asi sucesivamente. Estas repeticiones o
iteraciones del proceso pueden ser contractivas o expansivas

Etapa

1
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Figura 1. Procedimiento para la construccion del Conjunto ternario de



Cantor. Este procedimiento se realiza de manera contractiva, es decir, las
partes son cada vez méas pequefias, se contraen y el conjunto siempre
esta contenido en uno de tamafio fijo.

En las iteraciones contractivas se va fragmentando el objeto
al cual se le esta aplicando el proceso de tal modo que los
fragmentos se van pareciendo al todo resultante. Un ejemplo
de un proceso fractal contractivo es el proceso explicado
anteriormente para el Conjunto Ternario de Cantor.

En las iteraciones expansivas se va construyendo el fractal
como si tuviéramos bloques de construccion los cuales vamos
acomodando de acuerdo a la regla del proceso iterativo.

Veamos coémo podemos construir el Conjunto Ternario de
Cantor con un proceso iterativo expansivo (ver figura 2).

Tomemos un bloque en la etapa 1, en la etapa 2 tomemos dos
bloques iguales (como el de la etapa 1) y acomodémoslos con
una separacion entre ellos del mismo tamafio del bloque; en
la etapa 3 tomemos dos construcciones iguales a las de la
etapa 2 y acomodémoslas con una separacion entre ellas del
mismo tamafo de la construccion de la etapa2, y asi
sucesivamente; asi que la etapa n estd formada por dos
construcciones iguales a la obtenida en la etapa anterior
separadas por un espacio del mismo tamafio.

| 1
il 2
i ni 3
i ni i ni 4

inn i n inni i s

Figura 2. Procedimiento expansivo para la construccion del Conjunto ternario de
Cantor. Este procedimiento se realiza de manera constructiva, es decir, las partes
son cada vez mas grandes, y el conjunto siempre esta creciendo.



Notemos que cada etapa de la construccion expansiva se “ve”
igual a la etapa correspondiente de la construccion
contractiva del conjunto ternario de Cantor.

La estructura de cada etapa de la construccion expansiva del
conjunto ternario de Cantor la podemos esquematizar como
XYX donde X representa la estructura de la etapa anterior e
Y representa un espacio del tamafio de X.

Construyendo el Conjunto de Cantor usado por Bach.

Ahora construyamos otro Conjunto de Cantor el cual es el
que se observa en la estructura de la primera Bourrée de la 3*
Suite de Bach para violoncello.

Consideremos la construccion expansiva del Conjunto
Ternario de Cantor modificando la regla de repeticion o
iteracion que sera la siguiente: en cada etapa, tomar dos
bloques o estructuras obtenidas en la etapa anterior y
afiadirles un espacio del tamafio del doble de una estructura
de la etapa anterior,

Llamaremos al conjunto utilizado por Bach, “Conjunto
Bach-Cantor”. La estructura de cada etapa de la construccion
del Conjunto Bach-Cantor la podemos esquematizar como
XXY donde X representa la estructura de la etapa anterior e
Y representa un espacio del doble del tamano de X. Véase la
figura 3.
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Figura 3. Construccidon del conjunto utilizado por Bach

El Conjunto Bach-Cantor en la 3?2 Suite para Violoncello
de Bach

La primera Bourrée en la Suite No. 3 para violonchelo de
Bach es un claro ejemplo de escalamiento estructural. La
forma recursiva de su estructura puede verse como el
Conjunto Bach-Cantor.

Examinando la partitura, nos enfocamos en el ritmo y fraseo
de la primera seccion de la primera Bourrée. El fraseo
musical se refiere a la forma en que ciertas secuencias de
notas son asociadas naturalmente entre ellas.

Observemos que Bach usé el patron repetido XXY en
diferentes escalas, donde cada seccion Y dura el doble de
cada seccion X.

La pieza inicia con dos notas de 1/8 y una nota de 1/4, luego
repite ese patron, entonces continlia con una frase que tiene el
doble de su longitud, es decir tiene una longitud de 4/4. Este



mismo patron de corto, corto, largo se repite, seguido de una
secuencia mas larga del 6/4.
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Figura 4. Anadlisis de la primera Bourrée de la suite No. 3 de Bach para
violoncello. Las partes marcadas por las llaves corresponden a las
repeticiones.

Analogamente los primeros ocho compases se repiten, dando
dos secciones cortas de 64/4 que son seguidas por una
seccion mas larga de 20 compases es decir 80/4, pero Bach
escribio la pieza con un simbolo de repeticion al final de



estos 20 compases, es decir hay 160/4 en este bloque, como
el doble de 64/4 es 128/4, observemos qué pasa después de
128/4, los 128/4 terminan en el duodécimo compds de la
repeticion del segundo bloque, las dos ultimas notas de 1/8
del dicho compas no son parte de los 128/4 ya que el bloque
inicid en anacrusa.

Observemos que la estructura del resto del bloque vuelve a
ser como la inicial, se tienen dos notas de 1/8 seguidas de
otras dos notas de 1/8, pero éstas ltimas estan unidas por una
ligadura, asi que esas dos notas realmente estdn pensadas
como un tiempo de 1/4 y se vuelve a repetir este patron
seguido por un bloque de 4/4.

El anidamiento jerarquico del fraseo XXY en el primer
Bourrée produce un patron igual al de la construccion del
conjunto que hemos llamado Bach-Cantor.

Notemos que la estructura del primer Bourrée de la 3* Suite
de Bach se ve como parte de la etapa 6 de la construccion
expansiva del Conjunto de Bach- Cantor, vista como la etapa
5 seguida por una parte de la etapa 5.

Algunos violoncellistas no tocan este Bourrée con la segunda
repeticion, sin embargo al tocarla con repeticiones
practicamente estariamos percibiendo a través del ritmo y
fraseo de ésta la esencia del conjunto de Bach-Cantor.
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