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1. Toda recta de [P tiene una estructura de recta real.

2, Sean D v D' dos ejes vy A una direccifn tal que & # dir D, A # dir D'. Seem
sidera una proyeccidn P de D sobre D' paralela a A . Sean M y N dos puntos de
DyM =P (M), N' = P (N) las provecciones de M y N sobre D'. Se admite el si
guiente axioma:

Existe un nimerc real k tal que para toda pareja (M,N) se tiene M'N' = k MN

FERAEd ER

Y claro, asi es muy diffcil aprender geometria.

Recuerde la reaccifn de uno de los principales autores del movimiento "Abajo Eu-
clides" cuando en una reunidn de ensefianza de las matemdticas alguien lo acusd como
responsable de las funestas consecuencias de ese grito en la ensenanza elemental. Le-
vantd la voz vy dijo muy claramente Yo solamente hablo de la ensenanza en el nivel que
conozco”. Habls del ciclo terminal y superior. Dijo que ellos no eran culpables del
mal uso de sus puntos de vista. Y tenia toda la razdn. Que yo sepa ellos nunca dijerom
que se hablara del grupc de transformaciones afines y el de transformaciones ortogona
les en la escuela primaria. Ni en secundaria bésica.

Desde luego que, en todos esos paises donde se ensayaron métodos como el del ejem
plo anterior pronto rectificaron el rumbo y racionalizarom la ensenanza de la peome -
tria; pero en algunos de nuestros paises donde la moda nos llega un tanto retardada,
todavia ahora hay quien busque imponer este tipo de tratamiento de la geometria em ni
veles elementales con los desastrosos resultados que todos conocemos.

Después de un examen de este tipo podrfamos pensar asi: Qué buenc que alguien lan
z6 el grito de guerra "Abajo Euclides". Se necesitaba dar una sacudida a la ensefianza
de la geometria, Pero no exageremos. En la mds tradicional de las ensenanzas hay ver-
daderas joyas que no deben tirarse a la basura por pereza de reexaminarlas o por "ira
la moda". Ademds nos conviene saber "experimentar en cabeza ajena". Evitemos los erro
res que se han cometido y ensayemos nuevos métodos.

OBSERVACION:

En lo que sigue hablar€ un poco de programas y métodos. Pero antes quierc hacer
la siguiente ohservacion.

Es costumbre, al iniciar la exposicidn de algn tema, dedicar unas palabras a des

tacar su importancia. En este caso debo aclarar desde un principio que si bien consi-
dero muy importantes los contenidos vy métodos, &€stos no constituyen lo esencial. A mi

juicio lo bdsico, lo mds importante en la enseéfanza es el maestro. Un maestro con ex-
celente preparacidn matemdtica y pedagdgica, en adecuadas condiciones de trabajo Y,
desde luego, con una gran dosis de buena voluntad y entusiasmo logrard maravillas con
cualquier programa, cualquier tems y cualquier mStodo. Sin embargo ya que la labor del
mejor de los maestros se dificulta en alto grade cuando se le imponen programas y mé-
todos defectuosos creo que lo que aqui v en la mesa redonda se va a tratar es muy im-
portante.
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DESCRIPCION VS. CONTENIDO

Empezar& con un problems que no s8le afecta & la geometria sino a la enserianza
de la matemitica en general. He aqui una sintesis del contenido de un programa tipico
(;(de geometria?).

1, Légica 14. Estructura de plano afin

2. Conjuntos 15. Proyecciones paralelas

3. Producto cartesiano 16, Vectores

4. Relaciones 17, Traslaciones. Homotecias

5. Funciones 18, Espacio con un origen

6. Operaciones 19, Subespacios

7. Semigrupeos 20, Ecuacion de una recta

8. Grupos 21. Espacio con sistema de referencia
9. Anillos 22, Cambio de sistema de referencia
10. Campos 23, Producto escalar

11, Campos ordenados 24, El espacio euclidiano

12, El1 campo de los niimeros reales 25. Distancia entre dos puntos

13. Estructura de recta afin real 26, Simetrias

Salta a la vista que programas como &ste estin estructurados tomando en cuenta
cierta clas{ficacifin, cierto okden de la propia matemdtica y que olvidan por completo
el conteni{do matemftico, Por lo menos, en ellos no se ve. Recuerdo la exclamacidn es-
pontdnea de un colega al hojear un libro de texto basado en un programa de ese tipo:
[Pero si aqui no hay nada de matemiticas! Y en efecto, me pregunto ;donde estl@n en es
tos programas los teoremas que merezcanel nombre de teoremas?! ;donde estd la geome-
tria? Jqué resultados interesantes se demuestran! Porque si me dicen que en el punto
17 se demuestra que las traslaciones forman un grupo, esto me deja frio; que en 23 se
demuestra que el producto escalar es conmutativo, bueno, y qué; que en 23 se demuestra

que la distancia de P a 0 es igual a la distancia de Q a P, bien, pero con eso aserid
bastante diffcil entusiasmaria alguien.

Yo considero que la seleccifn de qué vamos a ensefar y cfmo debe basarse no en
una clasificacidn u orden de la matemitica (con la que, dicho sea de paso, muchos po-
demos no estar de acuerdo) sino en una finalidad. Y por finalidad entiendo yo una 42-
rie de resultados interesantes por si mismos, por los caminos que pueden seguirse pa-
ra llegar a ellos v por la formacidn que se obtiene al recorrer esos caminos, (%)

(*) En un principio iba & utilizar la palabra "objetive" en vez de "finalidad" peroan
te la penosa enfermedad (contagiosa) que lleva el nombre de objeflvitis perndielosa vy
que actualmente flagela los programas y la ensefanza en general, preferi evitar la tan

maltrecha palabra. También evité decir "::;guntu_de resultados' para no traer malos re
cuerdos de otra enfermedad que crec se 1l EﬂﬂjuntLMLtL& aguda (de 1la cual ya seha

repuesto la ensefianza de la matemdtica casi en todas partes.)
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Para dar un ejemplo tipico, pensemos en un cursillo de grupes. Un programa "cla
sificador" u "ordenador" podria consistir en tratar cuidadosamente conjuntos, produc-
to cartesiano, relaciones, funciones, etc.; operaciones, propiedades comnmutativa, aso
ciativa, distributiva por la derecha y por la izquierda, elementos neutros, inversos

derechos e izquierdos; definicidn de grupo, subgrupo, grupo conmutativo, grupo fini-
to, orden, homomorfismos, imagen, ndcleo, etc., etc. Un programa con "finalidad" po -
dria pensarse asi: A mi me gustan los teoremas de Sylow; son interesantes, Qtiles; a-
demds puedo elegir un camino que conduce & su demostracién vy que es muy atractivo e
instructivo; al recorrerlo se aprende mucha dlgebra; no es demasiado largo. Pues con
ese camino estructuro el programa del curso (*).

Podriamos asi llegar a la siguiente conclusifn: Ensefiemos verdaderas matemdti -
cas: resultados interesantes vy razonamientos formativos. Evitemos una simple descrip-
cidn de lo que son las matemdticas (segin el criterio de alguien) a base de subdivi -
dirlas, clasificarlas y ordenarlas.

ACERCA DE LOS FUNDAMENTOS

No ereoc conveniente que, por elemental que sea un curso, cada uno de los temas
que se van a tratar se base en principios diferentes. Consideroc que a lo largo de to
da la ensenanza de la geometria euclidiana debe haber cierta unidad propiciada por una
fundamentacidn comin.

Durante muchos siglos la geometria se ensend siguiendo casi al pie de la letra
los Elementos de Euclides. A fines del siglo pasado y principios del presente apare -
cieron otros sistemas de axiomas (Hilbert, Hadamard, Pogorelov, ete) los cuales die -
ron unidad a los cursos de geometria de las décadas siguientes, (Mds comentarios en
[5] v [9]). Posiblementela axiomitica de los Guundlagen den Geomeinie de Hilbert [H]
fue la mis utilizada. Mis tarde aparecieron los axiomas de George D. Birkhoff [B] . De
bido a su simplicidad v al hecho de que utilizan los nimeros desde el principio la en-
gefianza basada en &stos tuvo mucho &xito. Como ejemplo de libros de texto basados en
ellos puedo mencionar el del mismo Birkhoff y Beatley [ B-B], el de Nichols, Palmer vy
Schacht [ N-P-S] v el de Moise y Downs [M-D] . (De paso sea dicho, en muchos de nuestros
paises se siguieron utilizando textos netamente "a la Euclides" hasta los afos 50).

Otra manera de construir la geometria es la de proceder al revés de Descartes,
como lo hace la geometria algebraica (y, en particular, el dlgebra lineal). Se parte
de un campo, en este caso el de los niimercs reéales y se define el espacio como IR”.
Los planos y las rectas son conjuntos de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales
Este punto de vista no requiere axiomas; conceptualmente es mds simple pero requiere
ya cierto manejo algebraico,

En fin, muchos mfs son los sistemas axiomdticos, "constructivos" como el ante-

rior o "combinados" en los que se puede fundamentar la gecmetria euclidiana. (Ver, por
ejemple [Chl.)

(%) Ver, por ejemplo, el texto de &lgebra de Herstein. Creo que asi pensé &l al orga-
nizar el curso.
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Lo que aqui quiero destacar, y por eso toqué este tema, es algo con lo que no
estoy de acuerdo:

Se considera como un hecho fuera de toda discusidn que cualquier método de ense
nanza de la geometrfa que esté basado en axiomidticas del tipo de las de Fuclides, Hil
bert, Birkhoff, ete. son forzosamente malos, Y que, en cambio, los mBtodos basados en
la idea del dlgebra lineal son automdticamente buenos; o en cualquier otro tipo de i-
deas que puedan parecer "modernas"; por ejemplo las del Programa de Erlangen de Klein
(que, dicho sea de pasc no tiene va nada que hacer en la geometria de ahora).

Yo considero que cada una de las fundamentaciones tiene sus pros y Sus contrasy
que los métodos de ensefianza de la geometria deberdn basarse en aquella que los haga
mis fdciles y efectivos. Eso sin tomar en cuenta qué tan ficiles o complicados son Ios
propios fundamentos pues no se trata de ensefiar los fundamentos de la geometria sino
de ensefiar geometria. (Claro que es muy bonito ensefiar "toda" la geometria, incluyen-

do sus fundamentos, pero esto sdlo es posible en cursos avanzados y bastante comple -
Los.)

MOSAICOS DEDUCTIVOS

Una situacidn que durante varias dfcadas perjudicd la ensefianza de la geometria
es que se tratd de seguir con la tradicidn de ensenar "toda" la geometria. Por "toda"
me refiero a contenides cldsicos como, por ejemplo, [W-S],[N-P-8] y [M-D]. Pero, por o
tro lado, desde hace ya algunos afios en nuestra ensefianza no se dispone, como antiguamen
te, de varios cursos completos dedicados a la geometria. Por lo menos eso no es lo u-
sual. Mis aln, el nimero de horas dedicadas a la geometria es muy pequefio. Por ejem -
plo, en MExico, en el primer afio de secundaria (*) se cuenta con tres horas a la sema
na durante un mes; en segundo de secundaria, lo mismo: en tercero, tres horas a la se
mana durante unos tres meses y en bachillerato, salvo raras excepciones, no hay geome

tria; solamente se ensefia una geometria analftica cuyo contenido geomdtrico es précti
camente nulo,

(Como podrfamos entonces proceder para que nuestros alumnos adquieran aunque sea
una pequefia nocidn de geometria? Un camino que al principio se siguid fue el de ense-
nar "lo que alcance", empezando "desde el principio". Se hablaba de los primeros axio
mas euclidianos y se demostraban unos cuantos teoremas, que, por lo tanto, tenfan muy
poco inter@s, Los resultados de tal procedimiento fueron realmente malos.

Es mejor pensar asi: si Gnicamente vamos a ensefiar unas cuantas pequenas partes
de geometrfa |que sean interesantes y formativas! Adoptemos el método que podrismos
llamar de "secciones razonadas" o "secciones deductivas" o "islotes deductivos" (si -
guiendo a Choquet [Ch]). Posiblemente seria mejor bautizar el método como de "mosai-

cos deductivos", utilizado la palabra "mosaicos” a la Dante [ 2]. Aclaremos de que se
trata.

(*) Primaria: 6 afios (6 a 12 afios de edad); secundaria; 3 afos; bachillerato: 2 & 3a
nos; después, nivel universitario.
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Tres elementos constituyen la esencia de un mosaico deductivo.

1. El resultado a que se gquiere llepar.
2. Las demostraciones que conducen a dicho resultado.

3. Las propiedades en que se apovan las demostraciones.

1. Para el éxito de un mosaico, la meta, el resultado final debe poseer varias
cualidades. En primer lupar v quizds sea lo més importante, debe ser algo que fdcil-
mente atraiga la atencidn, la curiocsidad, que sea interesante, Por ejemplo, que el pa
ralelismo de rectas sea una relacidn de equivalencia, o que una translacidn transfor
me rectas paralelas en rectas paralelas, son resultados con los que dificilmente se
pueda atraer la atencifn; son resultados quejamds quitardn el suefio a nadie. Por otro
lado, que al hacer un nudo con una tira de papel resulte un pentfgono regular, o bien
ipor qué sflo hay cineo poliedros regulares? eso si puede ponernos a pensar.

Evidentemente, el interfs del tema dependerd en buena medida del trabajo previo
de motivacidn pero, todos estaremos dé acuerdo #n que algunos temas son fdcilmente "mo
tivables" y que hay otros cuya motivacidn puede ser mds diffeil que el mismo tema (cla
ro estd que esto dependerd de la formacifn del alumno.).

2., En cuanto a las varias maneras de demostrar el resultade o los resultados fi
nales del mosaico deductivo conviene seleccionar aquellas que presenten dificultades
normales para la edad y preparacidn del alumno, que no seandmasiado largas, que sean
formativas, etc.

3. Claro estd que las demostraciones que acabamos de mencionar deben apoyarse en
unas cuantas proposiciones que constituirdn el punto de partida del mosaice deductivo.
Serdn lo que podrfamos llamar "axiomas locales'. Estos conviene que sean afirmaciones
que el alumno acepte fAcilmente ya sea por su car@cter intuitivo, ya sea por haberse
tratado anteriormente. Lo que si debe hacerse es establecer bien cufles son.

Otra cosa que debe buscarse al elaborar varios mosaicos para un Curso O para una
serie de cursos es que estos queden, hasta cierto punto, relacionados entre si; sobre
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todo en lo relativo a la fundamentacifn comiin de que hablamos hace poco. Y tambifn en
los métodos de trabajo. Por esto me gusta més la palabra "mosaicos" que "seceifn" o'is
lote”" pues esta {ltima puede sugerir cierto aislamiento mientras que "pegando" varios

mosaicos se puede lograr cierta estructura tanto en contenido como en el método,

Como experiencia personal con esta forma de proceder y contando con la entusias
ta colaboracidn de Carlos Lucio Alvarez, profesor en la Escuela Secundaria anexa a la
Escuela Normal Superior del Estado de MExico, ensayamos varios temas. Considero que tu
vieron mucho Exito., Para recalcar la idea de que no importa lo "viejo" o "moderno" del
tema y que la matemdtica posee joyas imperecederas, elegi temas basados en poliedros
regulares y en la razfn Surea o divina proporcidn [P]. En el I Congreso Internacional
vy V Nacional de Profesores de Matemdticas que se realizf en Toluca, Estado de México
presentamos estos temas con sus respectivos talleres ([ 6], [7],[8]).

¢ALGEBRA vs. GEOMETRIA?

El dlgebra es la mejor colaboradora de la geometria, pero, mal usada, puede con
vertirse en su peor enemiga, Esto se revela en todos los niveles de la ensefianza y,lo
que es mas, en la misma investigacidn.

No ereo que sea correcto admitir a priori, como verdad absoluta que "es conve -
niente encuadrar la ensenanza de la geometrfa elemental en los métodos del algebra 11
neal" [11]. En efecto, esta tesis puede fAcilmente conducir a "algebraizaciones" inne-
cesarias de la geometria, De esto tenemos innumerables ejemplos. Todos hemos wvisto 1i
bros de texto con el titulo de "geometria" y que mejor deberian anunciarse como "anti
geometria" pues es dificil encontrar en ellos alglin resultado interesante de la geome
tria o algin mftodo geométrico.

La excesiva algebraizacidn de la ensefianza de la geometria despoja a &sta de uno
de los md3s admirables modelos matemdticos. Ademds, puede aniquilar por completo la in
tuicidn., Recordemos una estupenda frase, muy significativa, que detectaron unos cole-
gas brasilefos al examinar a alpuien: "Consideremos dos puntos colineales..."

Conviene recordar a Poincaré:

“La principal finalidad de la ensenanza de las matemiAticas es desarrollar cier-
tas facultades de la mente y, entre ellas, la {nflici{fin no es la menos preciada".

Muchas veces hemos ofdo la opinifn de que la ensefianza "geomftrica" de la geome
trfa es poco rigurosa; que solamente se puede ensefar con rigor utilizando métodos al
gebraicos. Esto es falso. Pero, atin suponiendo que fuera cierto, jvaldria la pena sa-
erificar el "razonamiento gecmétrico" en aras de un rigor, muchas veces innecesario !
Recordemos nuevamente a Poincaré:

"Al hacerse rigurosa, la ciencia matemitica toma un cardcter artificial que cho
ca a todos; se olvida de sus origenes; gprendemos a contestar preguntas, mas ya no sa-
bemos de dfnde vienen esas preguntas”.

"Es con logica que uno demuestra; es por intuicidn que uno inventa',



- 30 =

René Thom también protesta. Después de hacer una comparacidn del lenguaje comiin
con el lenguaje de la geometria euclidiana y con el lenguaje algebraicoformal, dicel 10]:

"E1 lenguaje de la geometria euclidiana es una etapa natural (y quizd irreempla
zable) intermedia entre el lenguaje comin v el lenguaje algebraico"

Y prosigue:

"La geometria permite una ampliacidn psicolSgica de la sintaxis manteniendo aln
el significado proporcionado siempre por la intuicidn espacial. La moda, implantada
por el dogma del modernismo, de eliminar la geometria elemental para ser rTeemplazala
por el cdlculo y el dlgebra lineal es poco recomendable desdeel punto de vista psico-
18gico pues los objetos algebraicos (simbolos) son semdnticamente demasiado pobres pa
ra ser entendidos directamente, como en el caso de las figuras espaciales",

Yo he llegado a oir a algunos profesores de bachillerato, ofuscades por esa "mo
da, implantada por el dogma del modernismo’ presumir de que "en nuestro curso de geo-
metria no se mencionan las palabras recta, Bngulo ni tri@ngulo..." Deberiamos decir -
les: sefores, ustedes no ensenan geometria. Y en efecto su "curso" no es mids que una
coleccidn de intrascendentes juegos de "lBgica'.

En los terrencs de la investigacidn, la interrelacidn &lgebra-geometria ha teni
do grandes vaivenes. Todo amante de la geometria algebraica recuerda con admiracidm y
algo de nostalgia la monumental escuela italiana con Albanese, Enrigques, Castelnuovo,
Severi, Segreé... . En esa &poca fue tal el avance de la geometria que los métodos ylas
técnicas se quedaron atrds. Llegd en su auxilio la gran escuela de Zariski yWeil. Esta no
solo fortalecid los fundamentos y proporciond la herramienta para poder seguir adelante,si
no que propicif un grande y nuevo florecimiento de la geometria algebraica. Despuls sobre-
vino otra revolucifn. Llegaron las categorias y los esquemas, E1 lenguaje de los conjuntos
dejd de ser el lenguaje de la geometria, Hubo que trasladar a otras categorias muchos de los
conocimientos clisicos. El principal actor fue Grothendieck, con la colaboracién de
Dieudonné. Fue tal el grado de generalizacidn que desde la introduccidn de sus famosos
ELéments de GEometrie Algébrigue [EGA] los autores advierten que los comocimientos
"eldsicos" pueden constituir un estorbo: "et il s'est mBme av@rZ qu'une telle connais
sance, malgré ses avantages &vidents, pouvait parfois &tre nuisible..." Y explican:

"Comme dans beaucoup de parties de la Mathématique moderne, l'intuition premiére
s'€loigne de plus en plus, en apparence, du langage propre a l'exprimer avec toute la
précision et la généralité voulues. En 1l'occurrence, la difficulté psychologique tiemt
d la nécessité de transporter aux objets d'une catfgorie déjd assez différente de la
catégorie des ensembles (3 saveir la catégorie des préschémas, ou la catégorie des
préschémas sur un préschfma donné) des notions famili¥res pour los ensembles: produits
cartésiens, lois de groupe, d'anneau, de module, fibrés, fibrés principaux homoglnes,
ete. Il sera sans doute diffiecile au math&maticien, dans 1'avenir, de se dérober a ce
nouvel effort d'abstraction, peut-2tre assez minime, somme toute, en comparaison dece
lui fourni par nos péres, se familiarisant avec la Théorie des Ensembles”.,

A pesar de esa afirmacifn, es opinidn de muchos matemiticos que con ese nuevo
lenguaje y esas nuevas técnicas, la geometria algebraica ha enriquecido su espiritu
geomEtrico. Esto puede parecer raro a primera vista pues, por ejemplo, en estas teo -
rias una curva es algo asi como un esquema separable, reducido, irreducible, de tipo
finito y de dimensifn uno sobre un campo algebraicamente cerrado; y cada uno de esos
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t&rminos requiere una buena dosis de conocimientos previos, tanto algebraicos como to
poldgicos. Sin embargo, las ideas estdn impregnadas de ese algu que no sabria definir
pero que todos entendemos lo que es y que antes mencioné como "espiritu geométrico".

Las excelentes obras de Hartshorne, Mumford y Shafarevich ( [Ha], [M], [Sh]) creo con
firman sobradamente esa opinidn. i

F1nalmente me uno a Atiyah ([ ICME], pdg. 74) en esa plegaria con la que encabe
c€ esas notas: "'que en todos los niveles se utilice el pensamiento geom&trico tan am-
pliamente comc sea posible".
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